
Óðàâíåíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Ïóñòü p, q è r � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ (óïîòðåáëÿåìûå íèæå çíàêè | è + ðàâíîçíà÷íû):
(1) p|q = q|p; (7) pe = ep = p;
(2) ∅∗ = e; (8) ∅p = p∅ = ∅;
(3) p|(q|r) = (p|q)|r; (9) p∗ = p|p∗;
(4) p(qr) = (pq)r; (10) (p∗)∗ = p∗;
(5) p(q|r) = pq|pr; (11) p|p = p;
(6) (p|q)r = pr|qr; (12) p|∅ = p.

* * *

Ïðè ðàáîòå ñ ÿçûêàìè ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè, êîýôôèöèåíòàìè è íåèçâåñòíûìè êîòîðûõ ñëóæàò ìíîæåñòâà. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì çäåñü ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � ðåãóëÿðíûå
âûðàæåíèÿ. Òàêèå óðàâíåíèÿ áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñ ðåãóëÿðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

X = aX + b (2.2.1)

ãäå a è b � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé,
÷òî X = a∗b � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.1). Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè â îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.2.1) ïîäñòàâèòü a∗b âìåñòî X, òî ñëåâà è ñïðàâà áóäåò îäíî è
òî æå ìíîæåñòâî.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèå ÿçû-
êè. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ïàðó óðàâíåíèé

X = a1X + a2Y + a3 (2.2.2)

Y = b1X + b2Y + b3

ãäå ai è bi äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïîêà-
æåì, êàê ðåøèòü ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïîëó÷èòü ðåøåíèå

X = (a1 + a2b
∗
2b1)∗(a3 + a2b

∗
2b3)

Y = (b2 + b1a
∗
1a2)∗(b3 + b1a

∗
1a3)

Îäíàêî ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî íå âñå óðàâíåíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè îáëàäàþò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì. Íàïðèìåð, åñëè

X = αX + β (2.2.3)

� óðàâíåíèå ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè è α îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå ïóñòóþ öåïî÷êó, òî X = α∗(β + γ) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (2.2.3) äëÿ ëþáîãî γ (γ íå îáÿçàíî äàæå áûòü ðåãóëÿðíûì, ñì. óïð.
2.2.7). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.2.3) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
Â òàêîãî ðîäà ñèòóàöèÿõ ìû áóäåì áðàòü íàèìåíüøåå ðåøåíèå, êîòîðîå íà-
çîâ¼ì íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
óðàâíåíèÿ (2.2.3) � ýòî ìíîæåñòâî X = α∗β.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
íàçîâ¼ì ñòàíäàðòíîé ñèñòåìîé ñ ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ
∆ = {X1, X2, . . . , Xn}, åñëè îíà èìååò âèä
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X1 = α10 + α11X1 + α12X2 + . . . + α1nXn

. . .

Xn = αn0 + αn1X1 + αn2X2 + . . . + αnnXn � ãäå âñå αij � ðåãóëÿðíûå
âûðàæåíèÿ â àëôàâèòå, íå ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ ∆.

Êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ αij . Çàìåòèì, ÷òî
åñëè αij = ∅ (òàêîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå âîçìîæíî), òî â óðàâíåíèè äëÿ
Xi íåò ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî Xj . Àíàëîãè÷íî, åñëè αij = ε, òî â óðàâíåíèè
äëÿ Xi ÷ëåí, ñîäåðæàùèé Xj , � ýòî ïðîñòî Xj . Èíûìè ñëîâàìè, ∅ èãðàåò
ðîëü êîýôôèöèåíòà 0, à ε � ðîëü êîýôôèöèåíòà 1 â îáû÷íûõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèÿõ.

Àëãîðèòì 2.1. Ðåøåíèå ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ðåãóëÿðíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âõîä. Ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà Q óðàâíåíèé ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè â àëôàâèòå Σ è ñ ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ ∆ = {X1, X2, . . . , Xn}.

Âûõîä. Ðåøåíèå ñèñòåìû Q â âèäå X1 = α1, . . . , Xn = αn, ãäå αi �
ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå â àëôàâèòå Σ.

Ìåòîä. Ìåòîä íàïîìèíàåò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìå-
òîäîì èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà.

Øàã 1. Ïîëîæèòü i = 1.
Øàã 2. Åñëè i = n, ïåðåéòè ê øàãó 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ

òîæäåñòâ ëåììû 2.1 çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ Xi â âèäå Xi = αXi + β, ãäå
α � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå â àëôàâèòå Σ, à β - ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå
âèäà β0 + βiXi+1 + . . . + βnXn, ïðè÷¼ì âñå βi � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ
â àëôàâèòå Σ. (Ìû óâèäèì, ÷òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî.) Çàòåì â ïðàâûõ
÷àñòÿõ óðàâíåíèé äëÿ Xi+1, . . . , Xn çàìåíèòü Xi ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì
α∗β.

Øàã 3. Óâåëè÷èòü i íà 1 è âåðíóòüñÿ ê øàãó 2.
Øàã 4. Çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ Xn â âèäå Xn = αXn + β, ãäå α è β

� ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ â àëôàâèòå Σ. (Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 2 äëÿ
êàæäîãî i < n â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ Xi íå áóäåò íåèçâåñòíûõ
X1, . . . , Xi−1. Â ÷àñòíîñòè, íà øàãå 4 ýòèì ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü è
óðàâíåíèå äëÿ Xn). Ïåðåéòè ê øàãó 5 (ïðè ýòîì i = n).

Øàã 5. Óðàâíåíèå äëÿ Xi èìååò âèä Xi = αXi +β, ãäå α è β � ðåãóëÿð-
íûå âûðàæåíèÿ â àëôàâèòå Σ. Çàïèñàòü íà âûõîäå Xi = α∗β è â óðàâíåíèÿ
äëÿ Xi−1, . . . , X1 ïîäñòàâèòü α∗β âìåñòî Xi.

Øàã 6. Åñëè i = 1, îñòàíîâèòüñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìåíüøèòü i íà
1 è âåðíóòüñÿ ê øàãó 5.

Ïðèìåð 2.9. Ïóñòü ∆ = {X1, X2, X3}. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

X1 = 0X2 + 1X1 + ε (2.2.4)

X2 = 0X3 + 1X2 (2.2.5)

X3 = 0X1 + 1X3 (2.2.6)

Èç óðàâíåíèÿ (2.2.4) ïîëó÷àåì X1 = 1X1 +(0X2 +ε). Çàòåì â îñòàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïîäñòàâëÿåì 1∗(0X2+ε) âìåñòî X1. Óðàâíåíèå (2.2.6) ïðèíèìàåò
âèä

X3 = 01∗(0X2 + ε) + 1X3

èëè ñ ó÷¼òîì ëåììû 2.1

X3 = 01∗0X2 + 1X3 + 01∗ (2.2.7)
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Åñëè òåïåðü èç óðàâíåíèÿ (2.2.5), êîòîðîå ìû åù¼ íå òðîãàëè, âûðàçèòü
X2 ÷åðåç X3 è â (2.2.7) ïîäñòàâèòü 1∗0X3 âìåñòî X2, òî ïîëó÷èì

X3 = (01∗01∗0 + 1)X3 + 01∗ (2.2.8)

Òåïåðü â àëãîðèòìå 2.1 ìû äîøëè äî øàãà 5. Èç óðàâíåíèÿ (2.2.8) íà-
õîäèì ðåøåíèå äëÿ X3:

X3 = (01∗01∗0 + 1)∗01∗ (2.2.9)

Ïîäñòàíîâêà (2.2.9) â (2.2.5) äà¼ò

X2 = 0(01∗01∗0 + 1)∗01∗ + 1X2 (2.2.10)

Òàê êàê X3 íå âõîäèò â óðàâíåíèå (2.2.4), òî îíî íå ìåíÿåòñÿ. Çàòåì
ðåøàåì (2.2.10) è ïîëó÷àåì

X2 = 1∗0(01∗01∗0 + 1)∗01∗ (2.2.11)

Ïîäñòàâëÿåì (2.2.11) â (2.2.4):

X1 = 01∗0(01∗01∗0 + 1)∗01∗ + 1X1 + ε (2.2.12)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.12) áóäåò

X1 = 1∗(01∗0(01∗01∗0 + 1)∗01∗ + ε) (2.2.13)

Âûõîä àëãîðèòìà 2.1 � ðàâåíñòâà (2.2.9), (2.2.11) è (2.2.13).
Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî âûõîä àëãîðèòìà 2.1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïîäñòàâèòü
ðåøåíèå âìåñòî íåèçâåñòíûõ, òî â êàæäîì óðàâíåíèè îáå åãî ÷àñòè áóäóò
îáîçíà÷àòü îäíî è òî æå ìíîæåñòâî. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ðåøåíèå ñòàí-
äàðòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íå âñåãäà åäèíñòâåííî. Îäíàêî ìû óâèäèì,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì 2.1 äà¼ò íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Q � ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ìíîæå-
ñòâîì íåèçâåñòíûõ ∆ è ñ êîýôôèöèåíòàìè â àëôàâèòå Σ. Îòîáðàæåíèå f
ìíîæåñòâà ∆ â ìíîæåñòâî ÿçûêîâ â àëôàâèòå Σ íàçûâàþò ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû Q, åñëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè â êàæäîå óðàâíåíèå f(X) âìåñòî X äëÿ
êàæäîãî X ∈ ∆ óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâåíñòâàìè ìíîæåñòâ. Îòîáðàæå-
íèå f : ∆ → P (Σ∗) íàçûâàþò íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû
Q, åñëè f � ðåøåíèå è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ g

f(X) ⊆ g(X) äëÿ âñåõ X ∈ ∆
Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ñîäåðæàò ïîëåçíûå ñâåäåíèÿ î íàèìåíüøèõ íåïî-

äâèæíûõ òî÷êàõ.
Ëåììà 2.2. Êàæäàÿ ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Q ñ íåèçâåñò-

íûìè ∆ îáëàäàåò åäèíñòâåííîé íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(X) = {w|w ∈ g(X) äëÿ âñåõ ðåøåíèé g ñè-

ñòåìû Q} äëÿ âñåõ X ∈ ∆. Ìîæíî ïðÿìî ïîêàçàòü, ÷òî f � ðåøåíèå è
f(X) ⊆ g(X) äëÿ âñåõ ðåøåíèé g. Òàêèì îáðàçîì, f � åäèíñòâåííàÿ íàè-
ìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñèñòåìû Q.

Òåïåðü äàäèì íåêîòîðóþ õàðàêòåðèñòèêó íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷-
êè.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü Q � ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ íåèçâåñò-
íûìè ∆ = X1 . . . Xn è óðàâíåíèå äëÿ Xi èìååò âèä

Xi = αi0 + αi1X1 + αi2X2 + . . . + αinXn
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Òîãäà íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû Q áóäåò òàêîå îòîá-
ðàæåíèå f , ÷òî f(Xi) = {w1 . . . wm|wm ∈ αim0 è wk ∈ αjkjk+1 äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë j1, . . . , jm, ãäå m > 1, 1 6 k 6 m è j1 = i}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äëÿ âñåõ i

f(Xi) = αi0 ∪ αi1f(X1) ∪ . . . ∪ αinf(Xn)

Òàêèì îáðàçîì, f � ðåøåíèå.
×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî f � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî g � ðåøåíèå è äëÿ íåêîòîðîãî i ñóùåñòâóåò öåïî÷êà w ∈ f(Xi)−
g(Xi). Òàê êàê w ∈ f(Xi), òî ìîæíî çàïèñàòü w = w1 . . . wm, ãäå äëÿ íåêî-
òîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë j1, . . . , jm âûïîëíåíû óñëîâèÿ wm ∈ αim0

è wk ∈ αjkjk+1 äëÿ 1 6 k 6 m è j1 = i. Òàê êàê g � ðåøåíèå, òî
g(Xj) = αj0 ∪ αj1 g(X1) ∪ . . . ∪ αjn g(Xn) äëÿ âñåõ j

Â ÷àñòíîñòè, αj0 ⊆ g(Xj) è αjk g(Xk) ⊆ g(Xj) äëÿ âñåõ j è k. Òîãäà
wm ∈ g(Xjm

), wm−1wm ∈ g(Xjm−1) è ò.ä. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïîëó÷àåì, ÷òî
öåïî÷êè w = w1w2 . . . wm ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó g(Xj1) = g(Xi). Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê ïðåäïîëîæèëè, ÷òî w íå ïðèíàäëåæèò g(Xi). Òà-
êèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî f(Xi) ⊆ g(Xi) äëÿ âñåõ i.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî f � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ñèñòåìû Q.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü Q1 è Q2 � ñèñòåìû óðàâíåíèé äî è ïîñëå îäíîãî
ïðèìåíåíèÿ øàãà 2 àëãîðèòìà 2.1. Òîãäà Q1 è Q2 èìåþò îäíó è òó æå
íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî . . .
Ëåììà 2.5. Ïóñòü Q1 è Q2 � ñèñòåìû óðàâíåíèé äî è ïîñëå îäíîãî

ïðèìåíåíèÿ øàãà 5 àëãîðèòìà 2.1. Òîãäà Q1 è Q2 èìåþò îäíó è òó æå
íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðåäîñòàâëÿëîñü ÷èòàòåëÿì).
Òåîðåìà 2.1. Àëãîðèòì 2.1 íàõîäèò íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷-

êó ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå òîãî êàê øàã 5 ïðèìåí¼í äëÿ âñåõ i, âñå óðàâíå-

íèÿ ïðèíèìàþò âèä Xi = αi, ãäå αi � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå â àëôàâèòå
Σ. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f , äëÿ êîòîðîãî f(Xi) = αi, è áóäåò íàèìåíüøåé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýòîé ñèñòåìû.
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